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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE UNA VARIABLE REAL 


5 Periodo (T) Una función F es periódica si existe un nümero real "T" diferente de cero, tal que 
siempre "x" esté en el dominio de F, entonces “х--Т” también está en el dominio de 


мин 


El nümero T es un periodo de F. Al menor valor positivo de T se le denomina periodo mínimo o 


simplemente periodo. 
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Aplicación: Determinar el periodo mínimo de F(x)= Sen3x 


F(x) = F(x + T) 
Sen3x = Sen3(x + T) 
Sen3x = Sen(3x + 3T) 
I) Sen(3x + 3T) — Sen3x =0 


ID) Sen(3x + 3T) = Sen3x ПІ) Sen3x = Sen(3x +31) 


3T = Кт 
2Sen (2) Cos 6 + 2) = Sen3xCos3T + Sen3TCos3x = Sen3x = 

° 1 т 

3T ᾽ 3T - == Со53х 
Sen (2) -0 Sen(3T) = 0 A Cos(3T) = 1 

| 3T =т — = —Sen3x 

3T (3T) = 2km,k € Z 2: 

> jem JT =—— = —Cos3x 

2 2Кт 2 


T = ——,k = 1,2,3... 
3 


2k = 2n — = 
Tusc k=123 ЗТ = 2m Sen3x 
2T = “Т = — 
ыг Т — 3 3 
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5.1. Cálculo del periodo de funciones trigonométricas: 


T4 Т, Ts 


Tr = MCM(T;; Т»; T3) 
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Ejemplo: 


Dadas las funciones: F(x) = 2Cos3x + 1; G(x) = 3Sen?2x — 1; H(x) = 5Cos*Kx +3 (K > 0) 


Hallar el valor de "K" sabiendo que la suma de los periodos de cada función es = 


Resolución: | " 
2T 2T Ш 
F(x) = 2Cos3x +1 —— στη h = > ne 
1 
| 21 T T Ат 
x -Popř E 
G(x) = 38en'2x-1— Та =77 > Ta => | 
] TT п Ат 
І — + — = — 
lix) estos KR S = TS | 6 K 3 
y шиг 3 K | тол 
І — 
K 6 
[| 
[| 
] “К = 6 
[| 
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Ejemplo: 

3 2 
Hallar el periodo mínimo de: F(x) Ξ Tan 2) + Cot (5) 
Resolución: 


Τε — MCM(T;; Т» ) 


2π 3T 
Tp = MCM | —;— 


Е 3X 2х 
Е(х) = Тап 2) + Cot (5) 


І 
І 
| 
І 
l 
: 
Τι Т, 3 2 
| 
І 
! МСМ (2т; 3T 
Hm p eH | т O 
1 3 1 — І (3; 2) 
js 
2 T 6π 
π 3π | PY 
cu De | : 
= I — 
3 | са 
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4. Gráfica de funciones: 


cos 0 


ч. 

>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 
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5.1. Función Seno: 
ЕТ = {(x; y); xe y € R/y = Sen(x) } 


* Dominio: Df E R 

* Rango: К; € [—1; 1] 

* Periodo: T = 2T 

* Función: Continua 

* Función:Creciente y decreciente 


* Función: Impar 


Sen(—x) — —Senx 


» Curva: Senoide 
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5.2. Función Coseno: 
FT = (G;y); xey € R/y = Cos (х) j 


* Dominio: Df € IR 

* Rango: К; € [—1; 1] 

* Periodo: T = 2T 

* Función: Continua 

* Función:Creciente y decreciente 


* Función: Par 


Cos(—x) = Cosx 


< Curva: Cosenoide 
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5.3. Función Tangente : 


FT = | (x;y); xe y є R/y = Tan(x); x € R — {ίση + Όπ/ηε 2 


| 
юа 


у 


1 


y = Тапхр 


. . = 
* Dominio: Df € IR — (n +1) 5) 


* Rango: R- € R 

* Periodo: T = Tr 

* Función: Discontinua 

* Función: Creciente 

* Función: Impar 
Tan(—x) = —Tanx 

+ Asíntotas: x = (2n + 15 


* Curva: Tangentoide 
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5.4. Función Cotangente : 


FT = {(х; y); xey € R/y = Cot(x);x € R — {nn / n € Z)| 
y 


юа 


y = Cotx | 


* Dominio: D; € R — {пт} 

* Rango: R- € R 

* Periodo: T = Tt 

* Función: Discontinua 

* Función: Decreciente 

* Función: Impar 
Cot(—x) = —Cotx 

* Asíntotas: X = nT 


Ф, 


* Curva: Cotangentoide 
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5.5. Función Secante : 


T 
ЕТ = +(х;у); xey є R/y = Sec(x);x € ΟΣΗ) 
Υ y — Secx 


m p m e 


* Dominio: D; € IR — (n + 1) =) 
* Rango: Re € R- (-1;1) 
* Periodo: T = 2T 
* Función: Discontinua 
* Función: Creciente y Decreciente 
* Función: Par 
Sec(—x) = Secx 
Ф Asíntotas:x = (2n + 07 


» Curva: Secantoide 
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5.6. Función Cosecante : 
FT — { (х; у); xey € R/y = Csc(x);x € R— ínr/ne Z)| 
y y = Cscx 


* Dominio: Dc € R- (nr) 


* Rango: Re € R- (—1; 1) 
* Periodo: T = 2T 
* Función: Discontinua 


* Función: Decreciente y Creciente 


—— .. * Función: Impar 
Csc(—x) = Cscx 
+ Asíntotas: X = NT 


» Curva: Cosecantoide 
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6. Análisis gráfico de las funciones: 


6.1. Amplitud(A) 


У 


$ F(x) = А.ЕТ(х) 


% 50 <А < 1 


l, La curva se reduce 


* Si:i1< A 


© — Lacurva se amplia 
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6.1.1. Amplitud(A) 


SE 1«A 


© — La curva se amplia 


% Si:0 < A < 1 


ο L> La curva se reduce 
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6.2. Periodo(B) 
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* F(x) = FT(Bx) 


% Si:0 < B < 1 


. — La curva se elonga 


Ф5б:1«8 


=L La curva se comprime 
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6.2.1. Periodo(B) 


наан юм юм юм нм нм µα юм юм κα Ёл нэг κα κα юм юм πα πα πα юм NE c o m m m m II  ,,,I1Líw———————————————————— ——— m m m K"—————————————————————————— κα ны! 


% Si:1 < B % Si:0 < B < 1 


. L> La curva se comprime . — La curva se elonga 
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6.3. Desfase(C) |, 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE UNA VARIABLE REAL 


¿——— y = Tan(Bx + С) $ F(x) = FT(Bx + C) 
LU VvoY 
= 0 
» Si: : » 0 
+ OL B 
. L> La curva se desplaza a la derecha 


51 : « 0 
+ OL: B 


. — La curva se desplaza a Іа izquierda 
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6. 3.1.Desfase(C) 


y 
y = Тап(х) 
2 = 2 
y Tan («+ 3) —— | у = Tan (x ) 
2T TU Х 
3 3 


C 
+ S]: — —. < Ü C 
B DC 1: >0 


© — La curva se desplaza a la izquierda —L La curva se desplaza a la derecha 
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6.4. Desplazamiento Vertical (D) 


pá D 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE UNA VARIABLE REAL 


* F(x) = А.ЕТ(х)-0 


20 Si: > 0 


. — La curva se desplaza hacia arriba 


20 Si: D < 0 


= — La curva se desplaza hacia abajo 


NAZI FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE UNA VARIABLE REAL 
6.4.1. Desplazai iento Vertical (D) 


у = Cotx + 1 


y = Cotx + SiD»0 


= L> La curva se desplaza hacia arriba 


DC Si: D < 0 


—— 4 1 = Cotx — 2 ‚ 
-2 = — La curva se desplaza hacia abajo 
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7. Gráfica Generalizada : 


* Amplitud(A) 
_ X2 M 
2 

* Periodo(B) 


T = 2T (Sen, Cos, Sec, Csc) 


Т = 5 (Tan y Cot) 


* Desfase(C) 


DH= x= 2 
= x= B 


» Desp.Vertical(D) 


y2 t yi 
p=22 
2 


л. 

>, 
PITAGORAS 
ACADEMIA 


TRIGONOMETRIA 


MOMENTO DE PRACTICAR 
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1. Si el periodo de F(x) = Tan; + Sen es Τι y el periodo de G(x) = Sec“ (7) - 45 es T; , calcular Τι — nT, 


Resolución: 


> T; = МСМ(2т, бп) 
T4 = бт 


X X | ΠΧ | — = 
F(x) = Tan- + Sen- | G(x) = Sec2 (=) = I E= 1,-т11, 
2 3 ! 4. | 
| = | Е = 6π-- п(4) 
ТА Тв | [ 
| 1, | 
T T 21 i T | Е = 21 
2 3 4 | 
TA = 2n Tg = бп | | 
Α Β | T. =4 | 


CLAVE: B 
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Tanx Cotx 
ITanx| ` |Cotx| 


2. Enla función F(x) = hallar su periodo. 


Resolución: 
FG) = F(x + T) 
Tanx " Сох ` Tan(x + T) Cot(x + T) 
ITanx| |Cotx]| a |Тап(х + T)|  |Cot(x+T)| 


TC TC 

Tanx А Сох Тап(х+ >) : Cot(x + 5) Тапх А Сох —Сох : —Tanx 

= L——— -1- -------------Ξ--- > s! be ny A 

ITanx| © |Cotx| Tan(x + >| |Cot(x 3i >| ITanx| |Cotx| |—Cotx| |—Тапх| 
Tanx Cotx Tan(x + π) Cot(x + π) Tanx Cotx Tanx Cotx 


--------- + =-———— —-T = 
ITanx| |Cotx| | [Tan(x+ m)| |Cot(x + π)| С | Талх | T |Соїх|  |Tanx] + |Cotx| 


^ Tmn = T 


CLAVE: D 
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Tanx Cotx 


— —— 4+ ——— hallar su periodo. 
ITanx| © |Cotx| 


2. Enla función F(x) = 


Resolución: 


F(x) 


Tanx К Соїх 
= |Tanx| |Cotx| 


| Тапх Со{х 
51: Тапх > 0 o Е(х) = Tan (DEX 


F(x) = 2 .. 154 = TE 


I Tanx Cotx 
5: Тапх< 0 > Е(х) — ans ==, 


F(x) = -2 


CLAVE: D 
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3. Determinar el periodo de la función : F(x) = |Cosx|T?"* + (Tanx)!Cosx! 


Resolución: 
Si f(x) es periódica, entonces se cumple: f(x) = f(x + T) 


|Cosx|T??* + (Tanx)|Cosxl = |Cos(x + T)|T2n 6D + (Tan(x + Ту) 008051) 


PN 
27 


ш |Cos(x+5)| 


4 T (Tan t >) 


m „Tan(x+ 


T 
i NN |Cosx|Tanx + (Tanx)!CosxI = |Cos(x ον 


| Совх|Тайх + (Tanx)lCos*! + | —Senx| 005 + (—Cotx)!=Senxi 
T = п — |Cosx|T?"* + (Tanx)!“0sxl = |Соѕ(х + P+D + (Tan(x + π)) eset] 


|Cosx|Tanx i (Tanx)|Cosx| = |—Cosx|Tanx + (Tanx)|-Cosx| 


a m CLAVE: B 
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4. Calcular el período de la siguiente función: f(x) — 1 -- 3Csc (Ixl 4. 5) 
Resolución: 


[00 = 1 + 3Csc (|х| + 5) 


f(x) = 1 + 3Sec(|x|) 


Si:x > 0 —— f(x) = 1 + 3Secx 
Sx « 0 — f(x) = 1 + 3Sec(-x) 
f(x) = 1 + 3Secx 
.. Тү-- 2T 


CLAVE: E 


>, 
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1 3T . 1 3π T4 T; 
5. Si: F(x) = Sen | — + Sen2x | tiene como periodo Τι y G(x) = Cos | — + Sen2x | a T; . Calcular: M = — 


2 


2 T2 


Resolución: 3n 
Эл G(x) Ξ Cos 2 + 22 
F(x) = Sen 2 t senzx) 
G(x) = Sen(Sen2x) 

F(x) = —Cos(Sen2x) 
8(5) = g(x + T) 
f(x) = f(x + T) Sen(Sen2x) = Sen(Sen(2x +D) 
—Cos(Sen2x) = —Cos(Sen(2x +21)) » 
е = Sen(Sen2x) + Sen(Cos2x) 

T= — —Cos(Sen2x) £ —Cos(Cos2x) 
27 = п --» Sen(Sen2x) + Sen(—Sen2x) 


2-7 — —. —Cos(Sen2x) = —Cos(—Sen2x) 
2T = — — Sen(Sen2x) £ Sen(—Cos2x) 


2T = 2T —— Sen(Sen2x) = Sen(Sen2x) 


N 
- 
II 


CLAVE: C 


κ Т, = Tt 
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6. De la figura, calcular : Ноа 

т 2 Resolución: Т m 3n | Ü ж 
y 2374 a 

2n | Com 

B ая 

— = 1 1 4 

—— — =з === ; T | 
ς 1 
! т 4 


A(0; 1) € F(x) = 3Sen (x + z) +D 


- Eje del senoide 


1 =3Sen(0+7)+D 


y = 3Sen(Bx + C) + D V2 
= V = 1 


9 
нг GE NEC CLAVE: E 
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7. Calcular: (V3xo + Cosxo ) , Si ABC es equilátero 


RESOLUCIÓN: 
TT 
1 + Cosx, = vš(5 = хо) 
TU 
1 + Cosxo = КЕЕ = УЗх, 


γ3π 
^ V3xo + Cosx, = E ux 1 


CLAVE: C 
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8. Determinar la regla de correspondencia del cosenoide mostrado: 


Y RESOLUCIÓN: 
4 TU | C т 
Е = 4Соз (+ +2)+1 5 — (-3 I nce us 
ον) 3 6 А = ) Шилийн: 
| 4 т 
! u 38 
TU TU | с" 
Ts E 6 
ST 
8 i 5 + (33) 
3m | 21112 
2 "0-1 
ЗТ ] 
2 | 
F(x) = ACos(Bx + C) - D B = 4 | CLAVE: C 
3 š 
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9. Calcular el área de la región sombreada: 


RESOLUCIÓN: 
К _ π 
"ud үзэ kCotkx | y = kTankx = k 
| S—b.h 
| S Ш х КТ 
τα апе 
| Бэх 
| 6 3 
X .. — 18 


N 


k 


CLAVE: E 
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10. Silos puntos: M(8; y) ; N(a; y) A P(B; n) que pertenecen al grafico de y = [Tanx|, donde: 0 € 10:3 a € E: πι y 


3 . . 7 , κκ”) Ld л 
pe |= = determinan un triángulo de área S. Calcular el valor de la ordenada "n" en términos de S y Ө 


RESOLUCION, S = - x (п — 20)(n — |Ταπθ|) у = |Тапх| 
“n= 225 + [Tan6| Gi 
т-20 i 
N(B; n) 


М(0: [Tan8| ) 


N(a; [Tan8| ) 


юа 


Ө 


CLAVE: B 
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11. Calcular el periodo de la función : G(x) = Sec Ё Sen 2) +1 


А З 4 
RESOLUCIÓN: 
G(x) = G(x+ T) 
Sec (Zsen7) + 1 = Sec (sen = 2) +1 
3 4 3 4 
T Х 
3 


UN 

(D 

- 

— 

+ 

= 

| 

N 

© 

a 
ч ч 
ра | 
UN 

© 

- 

ис, 


sec (= БЭЭ > зес(5еп) + 1 = see [Ecos (2)] + ŠK 
Sec G Sen 7) + 1 = Sec Ё Sen E + τ)) +1 Sec Ё Sen 7) + 1 = Sec Ё (-senž)) +1 
T 
Na U 
T = 4n 


CLAVE: D 
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12. Calcular el periodo de la función: F(x) = [Tan2x| + |Соё2х| 


CLAVE: B 
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13. El periodo mínimo de la siguiente función : 


Versx — Covx 


F =, 
(х) 1 + Ехбесх 


CLAVE: B 
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Sen3x nx 


14. El periodo de la función: F(x) = ; coincide conel de: G(x) — ExSec(nx). Tan(nx)Cot ( 2 ) 


Senx 
X 
Luego el periodo de H(x) = Cos* Ө ; es 


CLAVE: E 
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15. Determine el periodo de la siguiente función: 


_ (2Senx + 1)(2Cos*x — Соух) 


Е 
(х) 1 + Sen3x 


CLAVE: С 
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16. En la figura adjunta la ordenada del baricentro del triángulo FGH es = . Calcular su abscisa 
y ΑΝ. 
y = Cscx | RESOLUCION: 
M | 242 2Cscxo 
| — = 
| 3 3 
| Cscxo = У2 
Г т 
С| Хог Cscxo) Η(πι- Xo; Саха) Xo = т 
| 
Ι 
| T T 3u 
| ATA" 4 
| 3 
| 
| 
| 


2 ү? Sn 
т 
Ж | STI 


m шэн CLAVE: A 
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17. Calcular el área de la región sombreada: 


Y 


y=1+Cosx 


CLAVE: A 
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18. La siguiente gráfica tiene como ecuación: y = aSenx + b|Senx|; calcular “b-a” 


CLAVE: B 
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19. Determine la ecuación de la curva 


CLAVE: C 
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20. Calcular el área del cuadrilátero que se forma al unir los puntos de intersección entre las gráficas de las funciones: 


CLAVE: B 


TRIGONOMETRÍA 


2 FIN DE LA SESIÓN 


PRACTICA Y APRENDERÁS 


